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摘要: 以二维坐标下降法( DCD算法) 为基础，每次成功迭代后以二分之一的步长进行下一次迭代，使得它在解决

线性方程时不仅保证了收敛度，并且实现了在 FPGA( 现场可编程门阵列) 中无需用乘法器就可以计算出两个参数

的比率，最后通过 Matlab仿真验证了 DCD算法在此应用中的可行性及其收敛速度快的特点．
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在信号处理和通信系统中，自适应滤波、信道估
计与均衡、消除回声和干扰等方面都需要在实时中
解决线性二乘法问题［1］． 而最小二乘法问题等同于
系统中线性方程( 也可称为标准方程) 的求解［2-3］．
一般的解决方法是利用逆矩阵来求解，然而逆矩阵

很难在实时中实现．从数值分析的角度上看，最好的
解决方法是避免求解逆矩阵［3-6］，因此那些不需要用

到逆矩阵的方法成为首选． 不需要用到逆矩阵的方
法大致可以分为两类: 直接法和迭代法．直接法包括
Cholesky分解、高斯消去法、QR分解法，但是这些方
法的收敛速度都很慢; 迭代法包括最快下降法、共轭
梯度法，这些方法有着较快的收敛速度，但是每次迭

代都需要用到乘法和除法，并且在实现过程中尤其

是在硬件实现中会非常复杂．
DCD算法以共轭梯度法为基础，常用于解线性

方程．目前 DCD算法已经运用到自适应滤波［7-8］、放
大器线性化［9］、多用户监测［10］以及阵列天线集束
中［11］，并且已经证实这种算法具有复杂度低的

特征．
在信号处理中许多算法需要计算两个参数的比

率，但是由于微控制器、ASICs( 专用集成电路) 、FP-
GA( 现场可编程门阵列) 等硬件平台缺少专门的乘
法器，因此这些算法用不动点的方法实现很困难．本
文以二维坐标下降法( 简称 DCD 算法) 为基础，每
次成功迭代后以二分之一的步长进行下一次迭代，

使得它在解决线性方程时不仅保证了收敛度，且实

现了在 FPGA中无需用到乘法器就可以计算出两个
参数的比率，最后通过 Matlab 仿真验证了改进后的

DCD算法的可行性及其收敛速度快的特点．

1 DCD算法
在最小二乘法问题中，常常需要求解方程的最

小值: J'( h) = |Zh － d | 2，h∈RNd∈RM，其中 h 是一
个 N × 1 维向量，Z是一个 M × N 矩阵，d是 M × 1 维
向量．解决此问题等同于解决线性方程: Ah = b，其
中，A = ZTZ，b = ZTd．
在以下条件考虑最小二乘法问题:

h∈U = { ( h1，h2，…，hN ) : | hi |≤H，i = 1，2，…，N} ，

( 1)
hi 是向量 h中的元素，H是一个已知的数，且 H ＞ 0，
在很多实际应用中这是一种很现实的假设．
当运用坐标下降最优化法来最小化函数 J( h) ，

在第 k次迭代的时候分析如下不等式
ΔJ( hk ) = J( hk ± αei ) － J( hk ) ＜ 0， ( 2)

其中 α是步长，ei 是单位向量，且只有第 i个元素取
1，其余的元素都取 0，i = kmod( N) + 1． 如果不等式
( 2) 成立，就视此次迭代已经成功．那么则有 hk + 1 =
hk ± αkei，αk + 1 = αk ． 反之，如果迭代不成功的话，
hk + 1 = hk，当 i = N，hk = hk － N + 1时 αk + 1 = λαk ( 0 ＜ λ ＜
1) ，否则 αk + 1 = αk ．
从不等式( 2) 中可以看到，ΔJ( hk ) 映射出当前

值和理想值之间的间隔．如果这个间隔一直在变小，
说明迭代成功，否则的话 ΔJ( hk ) ＜ 0．那么如何选择
加减符号呢，如果沿着步长的正方向迭代成功的话

就选择加号，如果沿着补偿的负方向迭代成功的话

就选择减号［12］．



下面选取一个方向来推导整个过程:

J( h) = hTAh － 2bTh =∑
N

m = 1
∑
N

n = 1
amnhmhn － 2∑

N

m = 1
bmhm，

( 3)
其中 amn、bm 分别是矩阵 A和向量 b中的元素，则

J( h + αe1) = a11( h1 + α) ( h1 + α) +∑
N

n =2
a1n( h1 + α) hn +

∑
N

m=
[

2
am1hm( h1 +α) +∑

N

n =2
amnhmh ]n －2∑

N

m = 1
bmhm =

J( h) + a11α
2 + 2∑

N

m = 1
a1mαhm － 2b1α， ( 4)

整理后可得到

J( h + αe1 ) － J( h) = a11α
2 － 2b1α + 2∑

N

m = 1
a1mαhm，

( 5)
ΔJ( hk ) = α( αaii ± Qi ) ， ( 6)

其中 Qi = － 2bi + 2∑
N

m = 1
hmami ．

根据式( 2) 和( 6) ，可以得到
Qi ＜ － αaii或者 Qi ＞ αaii ． ( 7)

只有当迭代成功 h和 Q 才能得到更新，从而使
计算得以简化．假设 Q( k)n 是向量 Q在第 k 次迭代后

的元素，如果第 k 次迭代没有成功，则 h ( k + 1)i =

h ( k)i Q( k + 1)n = Q( k)n ，其中 n = 1，2，…，N．反之，

h ( k + 1)i = h ( k)i ± α， ( 8)

Q( k + 1)n = Qk
n ± 2αani，n = 1，2，…，N． ( 9)

以上推导的算法称之为 DCD( dichotomous coor-
dinate descent) 算法，主要用于信号处理中线性问题
的求解，如何选择向量 h的初始值是 DCD算法的关
键．从理论上来讲，h 可以取任意值( 0 除外) ，考虑
到算法的有效性，步长要以 2 倍的速度下降．在硬件
实现的过程中，DCD算法中出现的乘法除法可以分
别用左移或右移来实现，这种免除的特征使得 DCD
算法在硬件实现中可以节省大量的资源． 为了尽可
能让 DCD算法变得有效，在选取初始值的时候要尽
量选择 2 的倍数，这样输出变量就能用控制码的形
式来编码．

2 DCD算法的应用
2． 1 求解线性方程 Rx = b
在信号处理中，诸如参数频谱分析工具、Kalman

状态估算、功率放大器的线性化以及循环最小二乘
法滤波器中，都需要求解线性问题 Rx = b，其中 R是

已知的 N × N对称正矩阵，b 是已知的 N 维实向量，
可运用于上一节介绍的 DCD算法．

Rx = b可以看成是当 D( x) = dJ ( x) /dx = 2Rx
－2b = 0 时求方程 J( x) = xTRx － 2xTb 的最小值．用
DCD算法来解决这一问题，首先初始化 x0 使得 x0

= 0，则 J( xk ) 下降 dk = D( xk ) 最终到达零点，然后检

验 J( xk + hei ) 和 J( xk － hei ) 是否小于 J( xk ) ，其中

h代表步长，最终可以得到:
如果 di，k ＜ － hRii，则

dk + 1 = dk + 2hRei， xk + 1 = xk + hei ; ( 10)
如果 di，k ＞ hRii，则

dk + 1 = dk － 2hRei， xk + 1 = xk － hei ． ( 11)

其中 di，k = eTi dk，Rii = eTi Rei，如果满足这些条件之
一，则开始比较下一个元素; 如果所有的条件都不满

足的话，h被 2 整除以后，重新检验式( 10 ) 、( 11 ) 中
的条件．
综上所述，DCD算法可用以下语句来描述:
Initialization: x = 0，r = － 2b，h = H，k = 0
for m = 1: Mb

h = h /2
while

Flaga = 0
for n = 1: N

if | rn | ＞ h × Rn，n then
xn = xn － sign( rn ) × h

r = r － 2sign( rn ) × h × R( : ，n)
k = k + 1，Flaga = 1
end if
if k ＞ Nu，algorithm stops

end of the n － loop
repeat while Flaga = 1

end of the m － loop
这里有几点对 DCD算法的说明:
( 1) 如果迭代不成功，步长 h取零值; 如果迭代

成功，步长 h则以上一次迭代步长值的二分之一继
续迭代．
( 2) H代表步长的初始值，Mb 代表方程解参数

最终固定小数点后的表示值的最小比特数．
( 3) 计算负载量主要取决于迭代成功的次数，

参数 Nu 是人为设定的，它是对迭代成功的次数的一

个限制，也是对计算过程中出现的不确定错误的一

个限定．
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( 4) h × Rn，n在硬件上可以用左移来表示，h /2
则用右移来表示，因此输出变量可以用控制码来表

示: 例如用小数点前 8 位和小数点后 7 位来给 a、b
编码( 所有的数字都在 － 128 /128 = － 1 和 + 127 /
128≈ + 1 之间) ，如果 a = 1 /128，x 的最小值取 －
128( b = － 128 /128 ) ，最大值取 + 127 ( b = + 127 /
128) ，因此，b /a 的计算结果小数点前至少有 8 位，
小数点后的精确度可以人为设定． 比如可以取小数
点前 9 位小数点后 7 位，但是为了让 DCD算法达到
最高的效率，h 一般取值为 128． 如表 1 所示，a =
1. 357，b = 1. 853，h 的初始值 hinit = 16，当 en 小于
hinit /2

Mb － 1≈1. 19 × 10 －7时算法停止． 所得结果用 28
位表示，从而得到一系列有关 xn 的取值; 经过 17 次
迭代以后，设定的精确度已经达到，也就是说，DCD
算法经历 34 次加减以后就可计算出 b /a 的结果．图
1 见证了( xn，J ( xn ) ) 快速取得最小值的过程; 图 2

则映射了误差函数 en 和模型 en = 10
－ ( n － 2) /2之间的

细微差别．从图 2 中可以看出，实线是关于 n 的方
程 en = | xn － b /a |，虚线为 10 － ( n － 2) /2几何序列． 图

中显示虚线的近似速率为 10 － 1 /2，也就是说两次迭

代需要增加一个字节的精确度． 这两个函数都接
近于 10 － 1 /2，说明两次迭代可以提高一个位的精

确度．

表 1 每次迭代产生的误差值

n xn en = | xn － b /a |

1 0． 000 000 1． 365 512E + 000

2 2． 000 000 6． 344 878E － 001

3 1． 000 000 3． 655 122E － 001

4 1． 500 000 1． 344 878E － 001

5 1． 250 000 1． 155 122E － 001

6 1． 375 000 9． 487 841E － 003

7 1． 359 375 6． 137 159E － 003

8 1． 367 188 1． 675 341E － 003

9 1． 365 234 2． 777 842E － 004

10 1． 365 723 2． 104 971E － 004

11 1． 365 479 3． 364 355E － 005

12 1． 365 540 2． 739 161E － 005

13 1． 365 509 3． 125 972E － 006

14 1． 365 513 6． 887 257E － 007

15 1． 365 512 2． 649 486E － 007

16 1． 365 512 2． 118 886E － 007

17 1． 365 512 2． 653 000E － 008

图 1 J( xn ) 取得最小值的过程

图 2 函数 en 与模型函数 10 － ( n － 2) /2的误差极小

2． 2 求解两个参数的比率 x = b /a
在信号处理问题中常常需要计算两个虚数除法

的速率［13］，即当 b = br + jbi，a = ar + jai 时求解 x =
b /a．根据前一节，可以推导出

Ax = b，其中A =
ar － ai

ai a( )
r

，

x =
xr

x( )
i

，b =
br

b( )
i

． ( 12)

在方程 Ax = b 左右两边同时乘以一个对称矩
阵 AT，

ATAx = ATb，


a2
r + a2

i 0

0 a2
r + a2







i
x =

arbr + aibi

arbi － aib( )
r

． ( 13)

用传统的方法来解决此问题需要用到 6 步乘法
和 3 步除法，下面运用 DCD 算法来解决这个问题．
根据 DCD算法可知，在偶数次迭代时，考虑实部的
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迭代:

如果 br，2k － 1 ＞ har，则

b2k = b2k － 1 － ha，x2k = x2k － 1 + h; ( 14)
如果 br，2k － 1 ＜ － har，则

b2k = b2k － 1 + ha，x2k = x2k － 1 － h． ( 15)
在奇数次迭代时，考虑虚部的迭代:

如果 bi，2k ＞ har，则

b2k + 1 = b2k － jha，x2k + 1 = x2k + jh; ( 16)
如果 bi，2k ＜ － har，则

b2k + 1 = b2k + jha，x2k + 1 = x2k － jh． ( 17)
由上可见，此算法通过加减达到实部和虚部的

迭代，其中 h的初始值要取 2 的倍数，这样的话计算
过程只需要用到加法和左移右移从而达到免乘的目

的．如图 3 所示，当 a = 0. 8 + j3. 6，b = 0. 909 + j345，
h的初始值为 8，成功迭代的次数共 63 次，图 3 见证
了( xr，n，xi，n ) 是如何快速获取最佳值的; 从图 4 中误
差函数与模型的比较可知，经历 5 次迭代后可以提
高所得计算结果一个精确度，从而验证了 DCD算法
收敛速度快的特点．

图 3 迭代 63 次后 x取得最佳值

图 4 函数 en 与模型函数 10 － ( n － 2) /2误差极小

3 x = b /a的 FPGA实现
3． 1 x = b /a的构造图
在 Xilinx XUP Virtex-II 环境中用 DCD 算法设

计 FPGA的核心［14］，然后用 VHDL 语言描述 FPGA
的核心，最后用 Xinlinx ISE 11. 1 中的软件包把它合
成后下载到目标平台． 所有 a 和 b 中的初始值都要
用［－ 1，1 ) 范围中的 16bits Q15 控制码来表示［15］，
为了防止计算过程中出现溢出，所有的变量都要以

32bits Q16 控制码的形式储存在 FPGA的核心中．
如图 5，虚数除法器主要由 1 个控制器和 4 个

加减法器组成，整个设计与外部时钟信号是同步的，

当核心区接到信号“开始”时系统启动，而“结束”
信号则表示整个除法过程结束，“0”表示接收到错
误信号，参数 b、a、x 的元素通过不同的出入口进
行传输．

图 5 除法器的构造图

3． 2 核心控制器的状态流程及实现过程

状态机械流程图［16］( state machine flowchart，简
称 SM图) 在软件和硬件设计中非常有用，它有助于
更好地理解整个系统的操作过程． 除此之外，SM 图
不同于普通的流程图，它必须遵循一定的规则，当这

些规则被遵循时，SM 图与状态图是等效的，从而能
够直接用于硬件实现．本节介绍了 DCD算法作为核
心控制器是如何在整个除法构造器中起着核心控制

作用的．
如图 6 所示，可以用 SM 图来展现图 5 的整个

操作流程，SM图协调着整个系统的运行:
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图 6 核心控制器的状态流程图

State 0( S0 ) : 开始

状态 S0 开始计算以下参数:

Z =
dr － di

di d( )
r

，d =
rr
r( )
i

，

R = Z'Z，b = Z'd，r = － 2b．
State 1( S1 ) : 初始化

状态 S1 开始对步长“step”和参数 k 初始化:

“step = 2H”，k = 0．
State 2( S2 ) : m-循环控制以及步长更新
如果 m ＜Mb 为真，步长将更新为 step = step /2，

并且设置 Flaga = 1． 如果条件为假，那么意味着 m-
循环已经完成，整个计算处于成功状态．

State 3( S3 ) :While语句循环控制
如果 Flaga = 1 为真，重新比较所有的向量以后

再执行下一步; 如果 Flaga = 0，则返回到 S2 更新步

长．
State 4( S4 ) : n-循环控制
如果 n ＜ N，比较 | rn |和 step × R( n，n) ，当 | rn | ＞

step × R( n，n) 时继续执行下一步，否则重新返回并
检查 Flaga的值．

State 5( S5 ) : 比较

S5 将完成比较环节，接着检查所得结果．
State 6( S6 ) : 判断迭代是否成功

如果迭代成功了，对向量进行以下更新:

q( n) = q( n) － sign( rn ) × step，r = r －2sign( rn ) ×
step × R( ; ，n) ．
如果迭代不成功，返回 S4 比较下一个元素．
State 7( S7 ) : 判断是否达到最大迭代数

S7 将完成整个更新，如果此时已经达到了所设

定的最大迭代数，完成此次迭代以后程序将终止; 否

则返回 S4，比较下一个元素．

4 结论
文中主要描述了 DCD算法及其应用，采用二分

之一步长在 FPGA 中以移位方式来实现乘法器操
作，实现了在 FPGA 中无需用到乘法器就可以计算
出两个参数的比率，并通过 Matlab 仿真验证了 DCD
算法在此应用中的可行性，并具有收敛度快、简便等
特点; 当位增大时，计算所得结果的精确度会增高，

此算法的收敛方向跟逆矩阵算法所得出的结论大致

相同．针对这一特征，可以把 DCD 算法应用于高功
率放大器的数字基带预失真中去，以达到消除功率

放大器的非线性效应的目的．
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FPGA Design of the Dichotomous Coordinate Descent
Algorithm for Complex Divider Problems

Luo Zhen1，Liu Hai-lin2

( 1． Faculty of Information Engineering; 2． Faculty of Applied Mathematics，

Guangdong University of Technology，Guangzhou 510006，China)

Abstract: Based on the dichotomous coordinate descent ( DCD) algorithm，having the next iteration with the power
of half step size after a successful iteration guarantees the convergence speed when it solves the problem with the
linear equations． It makes it possible to get the ratio of two numbers without multiplication on FPGA． MATLAB sim-
ulation is carried out to verify that the DCD algorithm has higher convergence speed in the application．
Key words: DCD algorithm; step size; linear equations; the ratio of two numbers; divider without multiplier
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